GZ Theoretische Informatik (WS16/17)
Losungsvorschlag zu Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1

1. L ist eine NKA-Sprache und nicht regular.

e Wir zeigen zunéchst, dass L; nicht regulér ist.
Sei N € N beliebig. Wihle z = a3 V¢V = yow € Ly mit |uv| < N. Daher haben wir v = a*, k > 0.
Fiir ¢ = 0 gilt dann offensichtlich uvw = a®>N*T1=%¢N mit 3- N +1 — k < 3- N. Folglich ist

#a(ww) + 2 #p(ww) =3 N+1-k+2-0=3-N+1-k<3-N

und damit uv’w ¢ L.
e Wir zeigen nun, dass L; eine NKA-Sprache ist.
Lege fiir jedes gelesene a ein Element auf den Keller und fiir jedes b zwei. Losche fiir jedes ¢ drei
Elemente aus dem Keller. Kommt nach dem ersten b noch ein a, verwerfe. Kommt nach dem ersten
¢ noch ein a oder ein b, verwerfe. Wenn das gesamte Wort gelesen wurde, priife, ob der Keller noch
Elemente enthélt. Falls ja, akzeptiere. Sonst verwerfe.
Formal: M akzeptiert durch Endzustand, M := {X,T',e,Q, s, {f}, A}, mit ¥ = {a,b,c},I' = {e, E},Q =
{s,t,v0,v1, V2, f} und:
A ={(s,z,a,2E,s),(s,z,e,2,t) | Vo € '}
U{(t,z,b,zEE,t),(t,x,e,x,v9) | Vo € T}
U {<UO7E56757U1)7 (U17E757€5U2)7 (UQ,E,E,€,U0), (’U07E7€aE,f)}

2. Lo is eine NKA-Sprache und nicht regulér.

e Wir zeigen zunéachst, dass Lo nicht regulér ist.
Sei N € N beliebig. Wihle x = a™v*V = wvw € Ly mit |uv| < N und damit v = a*, k > 0. Fiir i = 2
ergibt sich uv?w = aV*p?N . Da2- (N+k)=2-N+2-k>2-N, gilt uwv’w ¢ L.

e Wir zeigen nun, dass Ly eine NKA-Sprache ist.
Der NKA kann sich in drei verschiedenen Phasen befinden. In Phase 1 gilt #,(w) > 2 - #4(w), in
Phase 2 gilt #5(w) = 2 - #,(w) und in Phase 3 gilt #4(w) < 2 - #4(w).

— Befindet sich der NKA in Phase 1 (Zustand ¢) und liest ein b, so lege ein B auf den Keller und
bleibe in Phase 1. Wird ein a gelesen, priife, ob sich noch zwei B im Keller befinden. Falls ja,
16sche zwei B aus dem Keller und bleibe in Phase 1. Ist der Keller nun leer, so gehe in Phase 2
iber. Ist nur ein B im Keller, dann 16sche dieses aus dem Keller und lege ein A auf dem Keller,
gehe in diesem Fall Phase 3 iiber.

— Befindet sich der NKA in Phase 2 (Zustand s) und liest ein b, so lege ein B auf den Keller und
gehe in Phase 1 iiber. Wird ein a gelesen, so lege zwei A auf den Keller und gehe in Phase 3 iiber.

— Befindet sich der NKA in Phase 3 (Zustand v) und liest ein b, so entferne ein A aus dem Keller.
Ist der Keller nun leer, so gehe in Phase 2 iiber. Andernfalls bleibe in Phase 3. Wird ein a gelesen,
so lege zwei A auf den Keller und bleibe in Phase 3.

Der NKA akzeptiert, wenn am Ende des Wortes der Keller leer ist oder nur B auf dem Keller lie-
gen. Formal: M akzeptiert durch Endzustand, M := {X,T,e,Q,s,{f}, A}, mit ¥ = {a,b,c},T =
{e,A,B},Q = {s,t,t',v, f} und:
A ={(s,e,a,eAA,v),(s,e b eB,t),(s,ec,e f)}
U{(v,A,b,e,v),(v,A,a, AAA, v), (v,e,e,e,5)}
U{(t,B,b,e, BB,t),(t, B,a,e,t'), (t,ec,e59),(t,B,e, B, f)}
U{(t',B,¢e,e,t),(t',e,c,eA,v)}
3. L ist reguldr. Der Automat M = (Q, X%, s, F, A) akzeptiert Lz mit:
Q=194 | 0<i<4 AN0<)<2}
Y ={a,b}
§ =4(0,0)
F={qu, | i<}
A = {(q(i,j)» @ G(i+1 mod 5.5)) | 465 € QY
U {(q(i.5)+ 0, 4(i,5+1 mod 3)) | 4(ij) € Q}
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4. Ly ist keine NKA-Sprache. Wir zeigen dies mit Hilfe dzes Pumping-Lemmas fiir NKA-Sprachen. Sei N € N
beliebig. Wir wahlen eine Primzahl p > N und z = a? b? € L4. Fallunterscheidung iiber z = uwvwzy, wobei
lvwz| < N und |vz| > 0.

(a) v und z bestehen nur aus as.
Dann miissen die p bs alle in y enthalten sein. Sei v = a* und x = af. Fiir i = 2 gilt wwa?y =
a?" tEHpr Da jvwz| < N < p gilt, gilt offensichtlich k + ¢ < p und somit p? + k + £ mod p # 0. Also
gilt uvway ¢ Ly.

(b) v und x bestehen zusammen aus mehr bs als as.
Wir withlen i grof genug, sodass #,(uviwriy) > #4(uviwa'y) gilt (dies ist moglich, da wir durch das
SJAufpumpen® von v und z immer mehr bs generieren). Dann gilt

#q(uwv'wz'y) mod #,(uv'wr'y) = #4(wlwz'y) #£ 0

Somit folgt uviwaiy ¢ Ly.

(¢) v und z bestehen zusammen aus mindestens so vielen as wie bs.
Sei k die Anzahl der as und ¢ die Anzahl der bs in v und = gemeinsam. Dann gilt nach Annahme
0 < ¢ < k. Wihle i = p?> + 1. Dann gilt

wiwaty = qb TR 071t ket l _ op® (LK) pp- (D)

Es gilt
p>-(1+k)modp-(1+p-£)=0 < p-(1+k)mod1+p-£=0
Da p eine Primzahl ist, gilt p- (1 + k) mod 1 +p-£ =0 < 1+kmod 1+ p-¢=0.Daaber k <N,

p > N und £ € N nach Annahme, gilt 1 +p-£ > 1+ k. Somit gilt 1 + k£ mod 1+ p - £ # 0. Daraus
folgt, dass uviwaly ¢ Ly fiir i = p? + 1.

Aufgabe 2

Der NKA M := (2, T, L,Q,s,0,A) mit ¥ = {a,b}, T = {A, L}, Q = {s} und
A={(s,L,a,AL,s),(s,L,e,e,s),(s, A, be,s)}

erkennt die gegebene Sprache.

Die Idee hinter dem NKA ist, dass er zuerst nur a’s einliefst und die Buchstaben im Keller speichert. Irgendwann
entscheidet sich der Automat nichdeterministisch, dass er glaubt in der Mitte des Wortes angekommen zu sein.
Jetzt liefk dem NKA nur b’s ein. Betrachtet der Automat nun beim Lesen den obersten Buchstaben des Kellers
und {iberpriift, ob sich noch A’s im Keller befinden. Ist dies der Fall wird der Buchstabe vom Keller entfernt und
weitergelesen. Halt der Automat auf leerem Keller, war das Wort in L.

Der Automat merkt sich, ob er sich in der ersten oder Zweiten Phase des Erkennens befindet, mit Hilfe des Buch-
stabens L, der wihrend der ersten Phase immer oben auf dem Keller liegt. Liegt L nicht mehr auf dem Keller,
so befindet sich der Automat in der zweiten Phase und kann nur &’s lesen und A’s aus dem Keller entfernen. Der
Wechsel zwischen den Phasen findet in akzeptierenden Berechenungen mit Lesen eines ¢ statt .

Akzeptierende Berechnung fiir Wort aaabbb:

(L, s, aaabbb) Fnr (AL, s, aabbb) by (AAL, s, abbb) Far (AAAL, s, bbb) Far (AAA, s, bbb) Far (AA,s,bb) Far (A, s,b) Far (g, 5,¢€)

Aufgabe 3



{2qvpq ©29pvq *9pgDq ‘paqpq “29Pqv “opaqp ‘PaqgD ‘Pgaq} =
{oqupa} 0 {2gprq} 0 {opgra} 0 {paqre} N {papen} N {opagr} N {pogn} N {opqgr} N {pogn} N {peoqv}
({opavp} n {oqpo} 0 {opgo} 0 {pogo}) -{a} n ({oape} n {opaat N {poga}t 0 {opaa} N {poaat N {peog}) - {v}
({paop} 0 ({oap} 0 {opa} 0 {pog}) - {o}) - {a} n ({oap} 0 Prad 0 {pea} -{a} 0 (fopa} 0 {pog} 0 {pe}) - {a}) - {v}
(favp} 0 ({oap} 0 ({op} 0 {p2}) - {@}) - {»}) - {a} n ({oap} n (op} 0 {po}) - {a} -{a} n ({op} 0 {p2} - {a} N {pw}) - {a}) - {v}
(oo} - {pt 0 (oat - {p} 0 (B} -{p} n {p}- P} -{a}) -{»}) - {a} n
(g} {py n (o} -{p} n ot} Aat {ad n (P} A{p} 0 {p}- o} {a} n {pa}-o}) {a}) - {»}
({oqv} - {p} N ((3°9q)abuow - {p} N ((3‘0)abuow - {p} N (p‘3)absow - {o})-{q}) - {»})-{q} N
( {pa}-{p} n ((9)abaow-{p} N (p3)obuow-{o}) -{q} -{q} n ((39)abuow-{p} N (p'3)obuow-{o} -{q} N {pe}-{o}) - {a}) - {v} =
({20} - {p} N ((3‘99)abuows - {p} N (p‘o)obuow-{q})-{v}) - {q} N
A (3‘0Q)abusws - {p} N (p‘o)abuow-{q} -{q} N ((p2)abusw -{q} N (pq‘3)abuiow - {o} SC -{n}
Qw ‘oqo)abiow - {p} N (p‘oq)abiowu - ?&Q H{q} n A@ ‘0Q)abuows - {9} N (pq‘o)abious - 33 o} =
(p‘oq)abuow - {q} N (pq‘oq)abusw - {p} = (pq ‘Ogv)ab.iow
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2. Ja, die reguldren Sprachen sind unter merge() abgeschlossen. Seien L; und Lo reguldr. Wir geben eine
Konstruktion eines NEA an, der merge(L1, L) beschreibt. Mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion kann
man daraus einen DEA konstruieren, der merge(L1, L2) beschreibt und somit ist merge(L;, L2) nach De-
finition regular.
Da L; und Ly nach Annahme regulér sind, existieren DEAs My = (Q1, 21, s1, F1, A1) und My = (Q2, Yo, s2, Fa, Ag),
die L bzw. L' beschreiben. Wir konstruieren einen NEA M3 = (Qs, X3, s3, F3, As), der merge(L, L") be-
schreibt, wie folgt:

Q3= Q1 X Q2

e X3 =31 U

e s3:= (s1,52)

Fy:={(p,q) [ pe 1 N q€ I3}

Az :={((p,9),0,(0,q) | (p,o,p) € A} U {((p,0),0,(p.d) | (¢:0,4) € As}

Der NEA besteht aus |Q1]-|Q2| Zustanden, die alle Kombinationsmdglichkeiten der Zusténde aus M7 und M,
repriasentieren. Fiir jeden Zustand (p, ¢) behalten wir alle Transitionen von p in M; sowie alle Transitionen
von ¢ in Ms bei (entsprechend in die zugehorigen Zustinde aus @1 X Q2, wobei der Zustand des Automaten,
dessen Transition zur Zeit nicht betrachtet wird, unveréndert bleibt). Hierbei tritt Nichtdeterminismus
auf, wenn X1 N Xy # @ und zwei Worter w € Ly und v € Lo ein gemeinsames Zeichen beinhalten.
Der Startzustand ist offensichtlich das Tupel der beiden Startzustidnde von M; und Ms,. Akzeptierende
Zustdnde sind all solche, die sich aus akzeptierenden Zusténden aus M; und My zusammensetzen. So wird
sichergestellt, dass sich ein Wort, das akzeptiert wird, aus zwei Wortern aus Ly und Lo zusammensetzt.

3. Nein, die NKA Sprachen sind nicht unter Merge abgeschlossen.

Beweis: Die Sprachen L := {a"™0" |n € N} und L' := {¢"d" | n € N} sind NKA Sprachen. Sei nun N das N
aus dem Pumping-Lemma fiir NKA-Sprachen. Die Sprache merge(L, L') enthilt offensichtlich nur Worte w
fiir die gilt: #,(w) = #p(w) A #.(w) = #q(w). Das Wort z := a¥N N0V dN € merge(L, L) ist also ein Wort
dieser Sprache. Nun gilt jedoch fiir jede Unterteilung z = wvway mit |[vwz| < N und |vw| > 0, dass vow
nicht sowohl das Zeichen a, als auch das Zeichen b enthalten kann. Ebenso kann es nicht sowohl das Zeichen
¢, als auch das Zeichen d enthalten. Da fiir i=0 uv'wx'y # wvwzy hat sich mindestens die Anzahl eines
Zeichens im Wort gedndert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass es sich dabei
um a gehandelt hat. Da b nicht in vwz enthalten ist, ist nun #,(w) # #(w) und wv'wr'y ¢ merge(L,L’).
Daher ist merge(L, L') nach dem Pumping-Lemma fiir NKAs keine NKA-Sprache.

4. Tst L eine NKA-Sprache und L’ eine reguldre Sprache, so ist merge(L, L’) eine NKA-Sprache. Dies folgt,
da wir beim einlesen eines Wortes nichtdeterministisch entscheiden kénnen, ob der gelesene Buchstabe aus
L oder aus L’ stammte. L kann mit einem NKA mit nur einem Zustand erkannt werden der bei leerem
Keller akzeptiert und zur Erkennung von L’ bendtigt man keinen Keller. Daher kénnen wir die Zustinde
eines NKAs nutzen um den Automaten fiir L’ zu simulieren und der NKA kann trotzdem noch L erkennen,
da die Zusténde unwichtig sind.
Sei also My, == (Q, X1, s, F, A1) und My, := (32,1, L, {s}, 5,0, Az). Dann erkennt der NKA

M = (21 U 227 Fa L7 Q U {Fend}7 S0, {Fend}7 A)
die Sprache, wobei

A:={(qg,7,0,W,¢) | (c €XaANqg=¢ N(s,7,0,W,s) € Ao)V (c € X1 A (q,0,¢) € AL AW =7)}
U{(Qa€75757Fend|q€F)}

Die letzte Transition und der Endzustand F, 4, verhindern, dass der Automat akzeptiert, obwohl, der Keller
noch nicht leer wahr.



